Grafer / Otto Knudsen 20-11-06

Grafer

Definition
En graf er pr. definition et par G = (V, E). Grafen bestar af en mangde knuder V (eng: vertices)
og en mangde kanter E (eng: edges), som forbinder knuderne.

Fig: Ikke-orienteret graf

o | ikke-orienterede grafer benavnes kanterne (u,v), u,veV og (u,Vv)=(v,u).

o For orienterede grafer spiller retningen derimod en rolle, og vi anvender derfor ofte en
anden notation: (u, v). Orienterede grafer kaldes ogsa for digrafer (Directed Graphs).

o Ofte tilknyttes der en vaegt eller omkostning til kanterne, og grafen benavnes da en
veegtet graf. Vaegten kan beskrive enhver metrik:

e  Omkostning
e Afstand
e Tid
e Straf
e Tab
Eller en anden kvantitativ stgrrelse, som akkumulerer linegert langs stien, som vi gnsker
at optimere.
Anvendelse

Grafer anvendes til at modellere problemer, hvor nogle objekter er indbyrdes forbundne. Fx kan
et jernbanenet beskrives vha. en ikke-orienteret graf, hvor knuderne er stationer, og kanterne er
banestreekninger. Afstanden mellem to stationer kan beskrives vha. vaegten pa den tilhgrende
kant.

Grafer, hvor objekterne afhaenger af hinanden, modelleres vha. orienterede grafer. Fx kan et
projekt med dets indbyrdes forbundne aktiviteter med fordel beskrives som en orienteret graf.
Her kan vaegten pa kanten mellem to aktiviteter fx beskrive udstreekningen i tid af den forste
aktivitet.

Begreber

Grafteorien indeholder en righoldig nomenklatur, og herunder listes de vesentligste begreber.
Definitionerne gives — hvor andet ikke er nzevnt — ud fra ikke-orienterede grafer; men

side 1



Grafer / Otto Knudsen 20-11-06

definitionerne kan umiddelbart overfares til orienterede grafer. Bemeerk tillige, at en del
begreber kan veere defineret forskelligt i forskellig litteratur.

En sti (path) er en falge af knuder v, v,, ...,v,, hvor (v;,v;,;) € E,1<i<n

Stiens laengde er antallet af kanter = n — 1; medens stiens veaegt er summen af kanternes
vegte.

En simpel sti er en sti, hvor alle knuder — evt. pa nar den farste og den sidste — er
forskellige.

En kreds eller cykel er i en orienteret graf er en sti med leengde mindst én, hvor v, =v,
Kredsen er simpel, hvis stien er simpel

For ikke-orienterede grafer vil vi kraeve, at kanterne i en kreds skal vaere forskellige.

Hvis vi tillader en sti fra en knude til sig selv, s er denne stis leengde lig 0 (nul)
En sadan kant (v, v) kaldes ogsa en lgkke (eng: loop)

En graf uden kredse kaldes en acyklisk graf
En graf kaldes en fuldsteendig graf, hvis ethvert par af knuder er forbundet med en kant

En graf kaldes en sammenhangende graf, hvis ethvert par af knuder er forbundet med en
sti. En orienteret graf kaldes steerkt sammenhangende, hvis ethvert knudepar er forbundet
med en (orienteret) sti. Bemaerk tillige, at der saledes ma vaere en sti begge veje!

Graden af en knude er dens antal forbindelser til kanter.

| orienterede grafer taler man tillige om udgraden (antallet af kanter ud fra knuden) og
indgraden (antallet af kanter ind i knuden). Graden af en knude i en orienteret graf er da
summen af indgraden og udgraden.

Det er oplagt, at summen af indgrader ma veere lig summen af udgrader i en orienteret

graf, altsd: > indgrad(v) = D"  udgrad(v) =|E|, hvor |E| er antallet af kanter i

grafen. Da hver kant saledes bidrager med 2 grader, vil summen af alle grader i grafen
vere et lige tal, udtrykt ved:

. orav) = 2E
Knuder med grad 0 (nul) kaldes isolerede knuder
En sammenhangende acyklisk graf kaldes ogsa for et frit tree
Hvis vi fjerner betingelsen om sammenhang far vi i stedet for en skov (af traeer)
De traeer, vi kender fra tidligere, kan betragtes som orienterede grafer, idet kanterne gar
fra forzelder til bgrn. Man bruger betegnelsen orienterede traeer om disse for at skelne

dem fra de frie treeer defineret ovenfor. Orienterede traeer er tillige kendetegnet ved at
have en rod (en “foraelderlgs” knude).
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Repreesentation af grafer

Grafer kan repreasenteres pa flere forskellige mader. Herunder vil vi se pa to klassiske mader:
Adjacency Matrix- og Adjacency List-repraesentationen.

Adjacency Matrix

Betragt falgende ikke-orienterede graf, hvis knuder er nummererede, og grafens tilhgrende
adjacency matrix-reprasentation
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Orienteret graf Adjacency Matrix

Matricens celler indeholder 1 (sand), hvis kanten findes og 0 (falsk), hvis kanten ikke findes.
Hvis det drejer sig om veegtede grafer, s indsattes vaegtene pa 1’ernes plads i matricen. 0’erne
vil blive erstattet af +oo som indikation pa, at kanten ikke findes. Kanten bliver med andre ord
“for dyr” at passere.

Hvis grafen er fuldsteendig haves:

El=ev[)
hvor |E| er antallet af kanter og V| er antallet af knuder i grafen. Den tilhgrende adjacency
matrix bliver saledes tat (eng: dense).

Hvis grafen derimod ikke er fuldsteendig og fx indeholder knuder med en konstant grad, sa bliver
den tilhgrende adjacency matrix tynd (eng: sparse), hvilket vil sige, at den far et stort indhold af
0’er. Dette er ikke hensigtmaessigt. Betragt falgende vejnet a la Manhattan:

”’Manhattan”’-vejnet

Lad knuder agere vejkryds og lad kanterne vaere vejstreekninger. | en sadan graf vil antallet af
kanter veaere:

El=4v|

Hvis en sadan graf bestar af 4 knuder (vejkryds), sa vil den tilhgrende adjacency matrix
indeholde 50% 1’ere. Bestar grafen af 8 knuder, sa er antallet reduceret til 25%, osv. Pointen er,
at hvis antallet af kanter i grafen vokser linezert med antallet af knuder, sa vil den tilhgrende
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adjacency matrix indeholder en tiltagende andel af 0’er og dermed blive mere og mere tynd. For
at afhjeelpe denne problemstilling vil vi vende os mod en anden grafreprasentation, nemlig
adjacency-listen:

Adjacency List

| adjacency listen opretholdes til hver knude en lenket liste bestaende af naboknuder. Bemaerk,
at hvis grafen er ikke-orienteret, sa vil alle kanter (u,v) forekomme i to lister. Herunder er
adjacency-listen for grafen tidligere i afsnittet vist:

v L3
2| 7 e ]

3| 1]

s | I
51T 4] ]

6

[

Adjacency list

Pladskompleksiteten for denne type grafrepreesentation er O(|E|+ V), og den er séledes linezr i

forhold til grafens starrelse. Dette gar den anvendelig til grafer, der ikke er fuldstendige,
hvorimod matrix-repraesentationen er god, nar det drejer sig om fuldstendige eller nasten-
fuldstendige grafer.

Eksempel — Orienteret graf
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Orienteret graf Adjacency Matrix Adjacency List
Eksempel — Ikke-orienteret graf
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Ikke-orienteret graf Adjacency Matrix Adjacency List

Bemaerk, at i adjacency matrix-repraesentationen er det reelt kun den gvre (eller nedre) matrix,
der anvendes, idet cellevaerdierne spejles i diagonalen. Man kan betragte en ikke-orienteret kant
som to parallelle og modsatrettede orienterede kanter. Dette forhold betyder desuden, at
knuderne optraeder to gange i adjacency list —repraesentationen.
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Grafgennemlgb

Da grafer er meget mere komplicerede objekter, skulle man tro, at der var et veeld af
gennemlgbsmetoder. Litteraturen indskreenker sig dog sedvanligvis til to typer: Bredde-forst-
sggning (BFS) og Dybde-farst-sggning (DFS).

BFS

Med udgangspunkt i en given knude besgger bredde-farst-sggningen farst sine naboer, (dvs. de
knuder, hvortil den aktuelle knude er forbundet), og derefter sine naboers naboer. Pa denne vis
breder sggningen sig som ringe i vandet, indtil alle grafens knuder er besggt. Om grafen skal
naturligvis geelde, at den er sammenhangende. Den resulterende graf er et tree, der udspaender
alle de knuder, det er muligt at na fra udgangspunktet.

— & O
D F
N

Fig: Ikke-orienteret graf

Nar algoritmen bevaeger sig gennem en graf (V,E) , sa udger E’ = E mangden af kanter, som er

besggt. Vi vil for illustrationens skyld udstyre knuderne med en attribut farve, hvor hvid angiver,
at knuden er ubesggt; gra at knuden er opdaget, men ikke undersggt; og endelig sort, som
angiver, at knuden er feerdigbehandlet.

Pre: G=(V, E) er en sammenhzngende graf, s er startknuden

BFS(s)
Q « U
for alle knuder u € V\{s}
u.farve « hvid
s.farve « gra
Q-enqueue(s)
salznge Q = O
u <« Q.dequeue()

for alle knuder v € Adj(u) // alle naboer til u
hvis v.farve = hvid

v.farve « gra
Q-enqueue(v)
u.farve « sort
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Tidskompleksiteten for lgkken, hvor nabolisten til hver knude inspiceres, er O(|E|) , da den
samlede leengde af disse lister er ®(|E|) . Med initialiseringen bliver algoritmens tidskompleksitet
i alt O(V|+|E)

Dybde-fgrst-sggning
Nar dybde-farst-algoritmen bevager sig gennem en graf (V,E), sa udger E' < E mangden af

kanter, som er besggt. Vi vil ogsa her udstyre knuderne med en attribut farve, som angiver,
hvorvidt knuden er hhv. ubesggt, opdaget eller feerdigbehandlet.

Bemark, at dybde-farst-algoritmen “skynder sig” at komme sa langt vaek fra sit udgangspunkt
som muligt, idet den gemmer de nare knuder til sidst.

DFS
Dybde-farst-sggning formuleres bedst rekursivt. Se fglgende pseudokode:

Pre: (V, E) er en ikke-orienteret, sammenhzngende graf

DFS(u)
u.farve « gra

for alle knuder v € Adj(u) // alle naboer til u
hvis v.farve = hvid
DFS(Vv)
u.farve « sort

Traverseringen startes med fglgende initialiseringer:

For alle knuder u € V
u.farve « hvid

u « vilkarlig knude
DFS(u)

Bemark, at algoritmen besgger samtlige knuder i grafen, da den er sammenhangende.

Tidskompleksiteten for DFS-algoritmen, erO(V|+|E|) . Ligesom ved BFS er tidskompleksiteten

for lgkken, hvor nabolisten til hver knude inspiceres ®(|E|), medens initialiseringen tager

o(Vv).

Algoritmen udfart pa grafen fra tidligere kunne fx beskrives ved fglgende sekvens, hvor
indrykningen beskriver rekursionsdybden.

DFS(A)
DFS(B)
DFS(C)
DFS(D)
DFS(E)
DFS(F)
DFS(G)
DFS(H)
DFS(1)

Algoritmen besgger samtlige knuder i grafen, hvis den er sammenhangende.
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Safremt vi ikke ved, om grafen er sammenhangende, sa vil vi i stedet for foretage falgende
initialiseringer:

For alle knuder u € V
u.farve « hvid

For alle knuder u € V
Hvis u.farve = hvid
DFS(u)

Eulergraf

En Euler-graf er en graf, der indeholder en Euler-tur, som defineres ved fglgende:

Eulertur

En Euler-tur er en kreds i en sammenhangende orienteret graf G = (V, E), som gennemlgber
hver kant netop én gang. Knuderne ma gerne passeres flere gange.

Det kan vises, at G har en Euler-tur, hvis og kun hvis der for alle knuder i grafen geelder, at:
indgrad(v) = udgrad(v)

Det fglger endvidere af ovenstaende, at en Euler-tur kun kan starte og slutte i samme knude, hvis
samtlige knuder har lige grad. Hvis der findes knuder af ulige grad i grafen, sa ma der maksimalt
veere to — (Der vil altid vere et lige antal!) — og turen ma sa ngdvendigvis starte i den ene og
ende i den anden.

Baggrund

Gennem byen Konigsberg i @stprgjsen, (nu Kaliningrad, Rusland), lgber floden Prengel. 1 1700-
tallet var der syv broer, som forbandt byen, og det var blandt det bedre borgerskab en yndet
tradition at laegge sin spadseretur rundt i byen, sa man krydsede alle syv broer. Herved opstod
spgrgsmalet, om det var muligt at tilretteleegge sin tur, sa man passerede hver bro netop én gang.
Dette problem var i mange ar ulgst, indtil man radspurgte matematikeren Leonhard Euler, der pa
det tidspunkt (1736) arbejdede i Skt. Petersborg. Han viste ovenstaende, og er siden blevet
betragtet som den moderne grafteoris fader.

g o

Kneiphoff

g

Floden Prengels Igh gennem Konigsberg, som det sa ud pa
Eulers tid (1707-83)

Prengel

3

3
Graf, hvor knuderne illustrerer de fire landmasser og
kanterne de syv broer. Tallene angiver knudernes grader
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Topologisk sortering

For orienterede grafer er kravet om (steerk) sammenhang meget restriktivt, idet en steerkt
sammenhangende orienteret graf ngdvendigvis indeholder kredse.

Topologisk Sortering — Algoritme nr. 1

Vi skal herunder se pa en modificeret DFS, hvor vi vil sgrge for, at skoven kommer til at besta af
orienterede treeer. Dette opnas ved at lade de nye “skud” vere orienterede.

Prz: (V, E) er en orienteret, acyklisk graf
Post: Stak af knuder, der er topologisk ordnet

DFS(u)
u.farve « gra

for alle v € Adj(u) // alle naboer til u
hvis v.farve = hvid
DFS(V)
S.push(u)
u.farve « sort

Traverseringen startes med falgende initialiseringer:

S «
for alle knuder u € V
u.farve « hvid

for alle knuder u € V
Hvis u.farve = hvid
DFS(u)

Tidskompleksiteten for denne algoritme, er ligesom for dybde farst-sggningen pa ikke-
orienterede graferO(V | +|E|) .

Stakken indeholder nu en ordning af grafens elementer. Denne ordning eller sortering kaldes,
(uvist af hvilken grund), for topologisk sortering. Om topologisk sortering kan fglgende siges:

Givet en orienteret graf, der fx beskriver afhengighederne mellem grafens elementer udtrykt i
orienteringen af kanterne mellem knuderne.

e En topologisk sortering er en falge af knuder, der ikke bryder med disses afhaengigheder.

e Entopologisk sortering er ikke mulig, hvis grafen indeholder kredse, da der for to knuder
u og v, saledes ma geelde, at u kommer far v, og v samtidig kommer far u.

En topologisk sortering er ikke ngdvendigvis entydig, se falgende eksempel:
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Begge falger:

Vy,V,,Vs,V,, V5, V5,V 0g
(AR VARVERVARTA

udger en topologisk ordning af knuderne i ovenstaende graf.

Topologisk Sortering — Algoritme nr. 2
Hvis den forrige algoritme synes kompliceret, sa gives herunder en sardeles simpel algoritme:

1. Find en knude med indgrad 0 (nul)

2. Udskriv knuden

3. Fjern knuden sammen med dens kanter
4. Gentag 1 - 3, indtil alle knuder er fjernet

Knuderne er nu udskrevet i en topologisk ordning. Omkostningen forbundet med punkt 1 — 3 er
O([\/ |) , da alle knuder ngdvendigvis ma gennemlgbes for at finde en knude med indgrad = 0.

Punkterne 1 — 3 gennemfares i alt [\/| gange, hvorfor algoritmens samlede tidskompleksitet ma
vaere O([\/|2).

Topologisk Sortering — Algoritme nr. 3

Vi ved, det kan gares bedre, sa lad os se pa falgende forbedrede version af sidste algoritme:
1. Saml alle knuder med indgrad =0 i en ke
2. Fjern én knude ad gangen, og opdatér samtidig indgraden pa dens naboer
3. Hvis en knudes indgrad falder til nul, sa placeres den i kaen

Hvis det antages, at knuderne allerede findes i en adjacency-liste, og at indgraderne pa forhand er
beregnet, s& fas en tidskompleksitet p O(V| + |E]) .
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Korteste sti

Problemet med at finde den korteste sti mellem to vilkarlige knuder i en graf er et af de klassiske
problemer inden for grafalgoritmer.

Problemet kan beskrives pa falgende made:

Givet en veegtet orienteret graf G = (V, E) med en veegtfunktion w, som afbilder kantmangden
over i de reelle tal. Veegten af en sti p =(v,,V,,...,v, ) er lig med summen af kanternes vegte:

k
w(p) = ZH W(Viy,V;)
Hvis grafen ikke er veegtet er summen lig med k — 1, (antallet af kanter mellem knuderne).

Korteste sti fra knude u til v defineres ved:

5(U,V) ={min{w(p):u—pw}

o0

p
hvor u—v angiver stien mellem u og v, hvis denne findes. Korteste sti fra u til v defineres
saledes som enhver sti p med w(p) =5(u,v).

Der findes adskillige algoritmer til at lgse korteste sti-problemet, alt efter hvorledes grafen er
defineret. Problemet findes i flere variationer:

Variationer af korteste sti-problemet

Single source shortest path
Givet en graf G =(V, E) og en knude s (source). Find korteste sti fra s til enhver anden knude
veV igrafen.

Single destination shortest path
Giveten graf G =(V, E) og en knude t (sink). Find korteste sti til t fra enhver anden knude

veV igrafen. Problemet lgses ved at vende retningen pa alle kanter og anvende single source
shortest path-algoritmen med t som argument.

Single pair shortest path
Giveten graf G =(V, E). Find korteste sti fra u til v for et givent knudepar (u, v). Dette problem

lgses ogsa vha. single source shortest path-algoritmen. Der kendes ingen algoritmer, der karer
asymptotisk bedre end single source shortest path-algoritmen

All pairs shortest path
Givet en graf G =(V, E). Find korteste sti fra u til v for alle par (u, v). Problem lgses ved at lgse

single source shortest path-problemet pa hver knude. Problemet kan ogsa lgses som et
selvstaendigt problem.

Negative kredse
Hvis grafen indeholder kredse med negativ vegt, sa er korteste sti-problemet udefineret.
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Korteste sti-tree
Et korteste sti-trae er en orienteret delgraf G'=(V',E"), hvor V' cV og E' < E, hvor fglgende
gelder:
e G’ erettremedrodis
e V' er mengden af knuder, som kan nas fra s
e For enhver knude v eV gelder, at den entydige simple sti frastilvi G’ er en korteste
stifrastilviG.

Korteste stier er ikke ngdvendigvis entydige, ej heller korteste sti-treeer.

Algoritmerne

Bredde farst sggning (Moore)

BFS (Moore’s algoritme) er en korteste sti-algoritme, som virker pa ikke-vaegtede
sammenhangende grafer eller grafer, hvor hver kant er vaegtet med én.

Dijkstra
Dijkstra’s algoritme forudseetter, at grafen ikke indeholder negative vaegte.

Bellman-Ford

Bellman-Ford’s algoritme kan godt handtere negative veegte; men den tillader ikke negative
kredse. Ydermere kan algoritmen detektere og rapportere negative kredse, hvis disse forefindes.

Floyd-Warshall

Floyd-Warchall’s algoritme kan ogsa handtere negative vegte, og kan i lighed med Bellman-
Ford’s algoritme detektere negative kredse.
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Moore’s algoritme

Den farste algoritme, som vi skal kigge pa gar ofte under navnet Moore’s algorime. Algoritmen
finder den korteste sti i en ikke-orienteret og ikke-vaegtet graf og er blot en modifikation af BFS-
algoritmen. Modifikationen gar ud pa, at man tillige vedligeholder en afstands- og forgaenger-
attribut pa knuden, hvor veerdien af afstandsattributten angiver knudens afstand fra
udgangsknuden; medens den Kkorteste sti kan findes vha. backtracking gennem forganger-
attributterne:

Pre: G=(V, E) er en ikke-vagtet graf, s er startknuden
Post: Alle knuder er merket med afstanden fra s

Moore(G, Ss)

Q « I

for alle knuder u € V\{s}
u.farve « hvid
u.afstand « «
u.forgenger <« null

s.farve « gra

s. afstand « O

s.forgenger « null

Q-enqueue(s)

salenge Q # @
u « Q.dequeue()

for alle v € Adj(u):
hvis v.farve = hvid

v.farve « gra
v.afstand « u.afstand + 1

v.forgenger « u
Q-enqueue(v)
u.farve « sort

Tidskompleksiteten for Moore’s algoritme er med samme argumenter som for BFS lig med

O(V|+|E] .

Det vil sandsynligvis veere sveerere at finde den korteste sti i en vaegtet graf, sa derfor ma vi vere
forberedte pa, at den algoritme, vi finder frem til, har en starre tidskompleksitet.

Dijkstra

Dijkstra’s algoritme anvender en teknik, der kaldes relaxering. Relaxeringsteknikken gar ud pa,
at man lgbende pa hver knude nedskriver den gvre granse pa veerdien af den korteste sti fra
udgangsknuden s til den givne knude. Denne proces fortsetter indtil den gvre greense er lig med
den korteste sti.

Relaxering

Relaxér(u, v)
hvis v.afstand > u.afstand + w(u, v)
v.afstand « u.afstand + w(u, V)
v.forgenger <« u

hvor w betegner kantvaegten. Teknikken gar som sagt ud pa, at man vedligeholder en attribut
afstand, som er et estimat — en gvre graense — pa verdien af den korteste sti fra s til v.

side 12



Grafer / Otto Knudsen 20-11-06

Fig: Relaxering

Pa ovenstaende figur er relaxeringen pa kanten (u, v) vist. Tallet inde i knuden angiver det
aktuelle korteste sti-estimat, medens tallet pa kanten angiver veegten w.

Dav.afstand > u.afstand + w(u, v) i figuren til venstre, sa relaxeres estimatet pa knude v
fra 9 til 7. 1 figuren til hgjre er v.afstand < u.afstand + w(u, V) 0g estimatet forbliver
ugendret.

Initialisering

Initialisér(G, s)
for alle knuder u € V
u.afstand « o
u.forgenger <« null
s.afstand « O

Initialiseringen setter afstands-attributten pa alle knuder til «, pa ner startknuden selv, som har
afstands-attributten 0. Forgaenger-attributten anvendes ogsa her til slutteligt at afrapportere den
korteste sti vha. backtracking.

Dijkstra

Pre: G=(V, E) er en vagtet graf uden negative vagte.
Vegtfunktionen er givet ved w, s er startknuden
Post: Alle knuder er merket med afstanden fra s

Dijkstra(G, s)
Initialisér(G, s)
Q « V // liste indeholdende alle grafens knuder
salznge Q = O
u < Q.deleteMin() // udtrzk knuden med mindste afstand

for alle v € Adj(u) 7/ alle naboer til u
Relaxér(u, v)

Algoritmen arbejder sig gennem grafens knuder ved altid”gradigt” at veelge den
forhandenverende bedste knude, dvs. knuden med det mindste estimat i afstands-attributten.
Derefter relaxeres kanterne til knudens naboer. P& denne vis relaxeres hver kant i grafen netop én
gang. Dette gradige valg tvinger algoritmen mod en hurtig terminering, men det er pa den anden
side ogsa dette valg, der fratager algoritmen evnen til at handtere negative vagte

Tidskompleksiteten for algoritmen er O(E|+ V") =O(V["), da @.deleteminQ koster O(V),
0g denne operation foretages i alt |V| gange; dernast gennemlgbes samtlige kanter i for-lgkken.

Hvis Q implementeres som en prioritetskg, kan tidskomplesiteten mindskes il O(E|+V|log\V|).
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Bellman-Ford.

I lighed med Dijkstra’s algoritme, sa anvender Bellman-Ford’s algoritme ogsa
relaxeringsteknikken, hvor man lgbende estimerer den gvre grense pa veardien af den korteste sti
mellem knuderne. Proceduren fortseetter, indtil greensen er lig med den korteste sti, og dette er

opnaet efter [\/|—1 iterationer, under forudsatning af, at grafen ikke indeholder negative kredse.

Algoritmen kan desuden udvides, sa den detekterer og rapporterer, hvis grafen indeholder
negative kredse.

Bellman-Ford

Pre: G=(V, E) er en vagtet graf med vegtfkt. w, s er startknuden
Post: Alle kanter er mazrket med afstanden fra s.

BelIman-Ford(G, s)
Initialisér(G, s)
for i « 1 til |V]-1
for alle (u, v) € E
Relaxér(u, v)

Algoritmen kan udvides med falgende linjer, saledes at den returnerer den boolske verdi
FALSK, hvis grafen indeholder negative kredse:

for alle (u, v) € E
hvis v.afstand > u.afstand + w(u, Vv)
returnér FALSK
returnér SAND

Algoritmens tidskompleksitet er O(V||E|), hvilket er dérligere end Dijkstra’s.

Floyd-Warshall (All pair shortest path)

Herunder gives en algoritme til beregning af den korteste afstand mellem alle par af knuder i en
graf.

Lad V ={v,,V,,...,v. }. Vi vil definere ds®, k>0, som vaegten af den korteste sti mellem s og t
blandt de stier mellem s og t, der kun indeholder kanter fra {v,,v,,...,v, }, men ikke

{Vii1 VipreenV, 3. For k = 0 er dg® vaegten af kanten mellem s og t, hvis en sadan eksisterer,
ellers o .

Floyd-Warshall

Pre: G=(V, E) er en vagtet graf med vagtfunktion w
di;<? = w(vi, v;) - vegten af kanten mellem v; og vj. ellers o
Post: d;;® er vagten af korteste sti mellem v; og v;

Floyd-Warshall(G)
for i « 1 til |V]|
for j « 1 til V]
for k « 1 til V|
dij(k) « min{dij(k'l), dik(k—l) + dkj(k—l)}

Der er negative kredse i grafen, hvis d;; > < 0. Algoritmens tidskompleksitet er ikke
overraskende O([\/|3).
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Minimum udspeandende tree

Et ofte stillet spargsmal i forbindelse med grafer er: "Hvorledes kan man forbinde samtlige
grafens knuder, med den mindste omkostning til falge?”.

For at svare pa spargsmalet, skal vi farst have et par definitioner pa banen:

Udspaendende trae (definition)

Et tree, der indeholder alle knuder V fra en graf G=(V, E), og hvis kanter E’ tilhgrer E kaldes et
udspaendende tra for G.

Minimum udspandende trae

Som det maske antydes i definitionen, sa kan der findes flere sddanne traer i en given graf. Det
tree blandt disse udspaendende traeer, der har den mindste leengde (veegt), kaldes for et minimum
udspeaendende trae, MST — fra engelsk: minimum spanning tree. Dette trae er heller ikke entydigt;
der kan godt veere flere udspaendende treeer med minimal leengde.

Et MST er netop det, vi sagte efter, da vi stillede vores oprindelige spgrgsmal. Vi skal herunder
se pa to af de mest prominente algoritmer til at finde et MST i en graf. Inden da vil vi definere et
MST mere formelt:

Definition pa et MST

e Givet en sammenhangende og ikke-orienteret graf G=(V, E)
e Enacyklisk delgraf T < E, som forbinder alle knuder i grafen G, med en

samlet veegt pa w(T) = Z(u er w(u,V), som er minimal, kaldes et MST.

Bemark, at et MST indeholder [\/| —1 kanter.

En generel metode til at finde et MST kan gives ved fglgende pseudo-kode, der sa at sige “gror”
et tree:

MSTQ

A« & // A er en delmzngde af et udspzndende tra
Salznge A ikke er et udspzndende trz

find (u, v) € E, som er en sikker” kant til A

A« Au {(u, v}
returnér A

Maengden A er pa ethvert tidspunkt i lgbet af algoritmens afvikling en delmangde af et
udspaendende trae. Et sddant udsagn, der er statisk kaldes for en invariant.

Invariant: A er en delmzngde af et udspazndende trz

Ovenstaende pseudokode fordrer nok en forklaring pa begrebet en “sikker” kant. En sikker kant
er en kant, med minimum veegt, der kan fgjes til mengden A, saledes at A stadig udger en
delmangde af et udspaendende tre. Se figur.
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Fig: Meangden A er de tykke gra streger. En kant med minimum veegt,
som krydser adskillelsen mellem S og S\V kaldes en ’sikker kant”.

En metode til at finde et MST skyldes Kruskal. Han anvender en gradig strategi, idet han hele
tiden udveelger en kant med minimal veegt, og lader den indga i lgsningen, safremt den ikke
skaber en kreds.

Kruskal

Kruskal Q)

A« & // A er en delmzngde af et udspzndende tra
for alle knuder u € V
MakeDisjointSet(u)
sortér grafens kanter efter ikke-faldende orden
for alle kanter (u, v) € E — efter ikke-faldende orden
hvis find(u) = find(v)
A« Auvu {lu, v}
union(u, Vv)
returnér A

Med henvisning til ovenstaende pseudokode, sa kan fglgende siges om Kruskal:

e Invarianten A er en skov
e Ensikker kant er en kant med mindst veegt, der forbinder to uafhaengige dele af grafen

Kruskal vedligeholder saledes en skov at treeer. Til at starte med er der [\/| treeer, der hver isaer

bestar af én knude. Nar en kant tilfgjes, sa samles to treeer til ét, og algoritmen terminerer, nar
der kun er ét trae i skoven.

Prim

PrimQ
Q « V // Placér alle knuder i en prioritetskg
for alle knuder u € Q
u.nggle « @
rod.nggle « O
rod.forgenger « null
salznge Q # O
u < Q.deleteMin()
for alle knuder v e Adj(u)
hvis v € Q AND w(u, Vv) < v.nggle
v.nggle « w(u, v)
v.forgenger « u

Med henvisning til ovenstaende pseudokode, sa kan fglgende siges om Prim:
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e Invarianten A er et tree
e En sikker kant er en kant med mindst vaegt, der forbinder treeet med en knude, som ikke i
forvejen er i treeet

Prim gror saledes et tree — én kant ad gangen med udgangspunkt i en vilkarlig knude. For hvert
skridt vaelges en kant med minimal veegt fra en knude i traeet til en knude, der ikke indgar i traeet.
Algoritmen terminerer, nar alle knuder i grafen er repraesenteret i traeet.
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